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Definicion 1. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de . Diremos que:

1. G es cerrada bajo complementos si A° € G para cualquier A € G.
2. G es cerrada bajo diferencias propias st B — A € G para cualquier pareja A, B € G

tal que A C B.

3. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) finitas si\J;_, A; € G (resp. (j_, A; €
G) para cualquier coleccion finita Ay, As, ..., A, de elementos de G.

4. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) infinitas numerables si U(;; Ajeg
(resp. ﬂ;; A; € G) para cualquier coleccion infinita numerable Ay, A, As, ... de

elementos de G.

5. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) mondtonas i U;’;l A; € G (resp.
N;=1 Aj € G) para cualquier sucesion creciente (resp. decreciente) (Ay)
mentos de G.

nens de ele-

Definicién 2 (dlgebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia A de subconjuntos de
F es un dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Fe A
2. A es cerrada bajo complementos.
3. A es cerrada bajo uniones finitas.

Un élgebra A de subconjuntos de F también es cerrada bajo intersecciones finitas y diferencias
ya que, si A, B € A, entonces:

AN B = (A°UB°)"
A—B=ANDB
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Definicién 3 (o-dlgebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia S de subconjuntos
de F es una o-dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

1.FeS.
2. & es cerrada bajo complementos.
3. & es cerrada bajo uniones infinitas numerables.

Obsérvese que toda o-dlgebra es también un dlgebra. En efecto, como F € &y & es cerrada
bajo complementos, el conjunto vacio () pertenece a . Asi que, si Ay, Ao, ..., A, son de
elementos de S, entonces, definiendo A; = ) para cualquier j > n, se tiene:

U?:l Aj= Ujil A;eS

Una o-dlgebra & de subconjuntos de F también es cerrada bajo intersecciones infinitas nu-
merables, ya que, si (A4y),cy €s una sucesion de elementos de ¥, entonces:

?:11471 - ( ?LO=1A1C’L)C

Aunque estd dicho en las definiciones, es importante enfatizar que un algebra, o una o-
algebra, es un conjunto cuyos elementos son conjuntos.

La necesidad de introducir el concepto de o-dlgebra proviene de que, en general, para definir
una medida se sigue un procedimiento similar al que siguié Lebesgue para definir lo que
podriamos llamar la longitud de un subconjunto de los nimeros reales. Partié de que la
longitud de un intervalo de extremos a y b estd definida como la diferencia b — a y se planteé
entonces el problema de extender el concepto de longitud a todos los subconjuntos de los
nimeros reales. A lo que llegé es que es posible realizar esa extensién hasta abarcar una
determinada familia de subconjuntos. Mostré también que la familia de conjuntos hasta
donde es posible llevar su proceso de extensién, si bien no necesariamente estd formada
por todos los subconjuntos de R, es una familia bastante grande ya que es cerrada bajo
complementos y uniones e interserciones numerables; es decir, constituye lo que estamos
definiendo como o-algebra.

Definicién 4. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de F. Llamaremos dlgebra
generada por G a la mads pequena familia de subconjuntos de F que forme un dlgebra y que
contenga a todos los elementos de G.



Ejemplo 1. Tomemos como F al conjunto N de los nimeros naturales.

a) Definamos:

A=1{1,23,4}

B =1{3,4,5,6}

El dlgebra A generada por los conjuntos A y B estd dada por:
A=1{0,{1,2},{3,4},{5,6},{7,8,9,10,...},{1,2,3,4},{1,2,5,6} ,{1,2,7,8,9,10,...},
{3,4,5,6},{3,4,7,8,9,10,...},{5,6,7,8,9,10,...},{1,2,3,4,5,6},
{1,2,3,4,7,8,9,10,...},{1,2,5,6,7,8,9,10,...},{3,4,5,6,7,8,9,10,...} ,N}

b) Sean A y B dos subconjuntos distintos de N y tales que ANB #0 y AU B # N.

Con el objeto de tener conjuntos ajenos de tal manera que A, B y N se puedan expresar como
union de algunos de ellos, partiendo de A y B vamos a definir 22 conjuntos ajenos, de la
siguiente manera:

D,=ANB

Dy, = AN B¢
Ds=A°NB
Dy = A°N B¢

El dlgebra A generada por los conjuntos A y B estd dada por:
A =1{0, Dy, Dy, D3, Dy, Dy U Dy, D1 U D3, Dy U Dy, Dy U D3, Dy U Dy, D3 U Dy,
Dy U Dy U D3, D; U Dy U Dy, Dy UDsU Dy, Dy U DsU Dy, N}

Ejemplo 2. Tomemos como F al conjunto R de los nimeros reales y definamos:
A=11,3]

B =[2,4]

Siguiendo el ejemplo 1b, definamos:

Dy =ANB=]23]

Dy = AN Bc=11,2)

D3 = A°N B = (3,4]
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Dy = A°N B¢ = (—00,1) U (4, 00)

El dlgebra A generada por los conjuntos A y B estd dada por:
A={0,12,3],[1,2),(3,4], (—00,1) U (4,00),

[1,3],[2,4], (=00, 1) U [2,3] U (4,00),[1,2) U (3,4], (—00,2) U (4,00) , (=00, 1) U (3, 00),
[1,4], (=00,3] U (4,00) , (—00,1) U [2,00) , (—00,2) U (3,00) , R}

Ejemplo 3. Dados 8 subconjuntos, A, B y C, de un conjunto F, podemos sequir el mis-
mo procedimiento que sequimos para el caso de dos conjuntos. Considerando intersecciones,
definimos 23 conjuntos:

Di=AnBNC
Dy=ANBNC*
Ds=ANnB°NC
Dy,=ANnB°NC*
Ds=ANBNC
Dg =A°NBNC°
D; =ANnB°NnC
Dg=A°NB°NCe

Tomando el conjunto vacio, F, cada uno de los 8 conjuntos, las (g) untones por parejas, las

(g) uniones por ternas, las (i) untones tomadas de 4 en 4, etcétera, hasta llegar a las (i)

uniones tomadas de 7 en 7, obtenemos un total de:

0+ 0+ G+ 6+ 0+ 6+ 6+ )+ () =20 =256
conjuntos.

Quitando los que se repitan, obtenemos el dlgebra generada por los conjuntos A, B y C.
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Ejercicio 1. Tomando como F al conjunto N de los nimeros naturales, definamos A como
el conjunto formado por todos los maltiplos de 2 y B como el conjunto formado por todos
los mailtiplos de 3. Encuentra los 16 conjuntos que forman el dlgebra generada por A y B.

Ejercicio 2. Tomando como F al conjunto R de los nimeros reales, definamos A como
el conjunto formado por la union de todos los intervalos cerrados cuyos extremos sean dos
ndmeros pares consecutivos y que no se intersecten y B como el conjunto formado por la
union de todos los intervalos cerrados cuyos extremos sean dos nimeros impares consecutivos
Y que no se intersecten; es decir:

A=12,4Ul6,8]U[10,12]U---
B=1[1,3|Ul57Ul911]U---

Encuentra los 16 conjuntos que forman el dlgebra generada por A y B.

Ejercicio 3. Sea J el conjunto por el vacio y todos los intervalos de la forma (a,b], (—oo, c|
0 (d,0), donde a,b,c,d € R ya <b.

Demuestra que el conjunto A formado por todos los conjuntos de la forma | J;._, Ji donde

neNyJy,...,J, son intervalos en J, ajenos por parejas, es un dlgebra de subconjuntos de
R.
Proposicién 1. Sean Ay, A, ..., A, n subconjuntos de un conjunto F, T'= {1,2,...,n}

y U la familia de subconjuntos no vacios de T. Si U € U, U = {iy,...,ix} yT — U =
{j1,--+, Jn-k}, definamos:

C:{BUZUEU}

Entonces, la familia A formada por el conjunto vacio y las uniones de 1 o mas elementos de
C constituye un dlgebra de subconjuntos de F y A es el dlgebra denerada por Ay, As, ..., A,.
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Definicién 5 (Interseccién de o-dlgebras). Dado un conjunto F y una familia arbitraria
de o-dlgebras de subconjuntos de IF, se define la interseccion de esas o-dlgebras como la
familia de conjuntos que pertenecen a todas ellas.

Se puede ver facilmente que la interseccién de o-dlgebras de subconjuntos de F es también
una o-algebra y, dada una coleccién arbitraria B de subconjuntos de F, siempre existe por
lo menos una o-dlgebra que contiene a todos los elementos de B, a saber, la formada por
todos los subconjuntos de F. Se puede definir entonces una o-édlgebra como la interseccién
de todas las o-dlgebras de subconjuntos de F que contienen a todos los elementos de B.

Definicién 6 (o dlgebra generada por una familia de conjuntos). Dada una colec-
cion A de subconjuntos de un conjunto F, se define la o-dlgebra generada por A como la
interseccion de todas las o-dlgebras que contienen a todos los conjuntos de A. Denotaremos
por o (A) a esta o-dlgebra.

Evidentemente la o-algebra generada por A es la méds pequena o-dlgebra de subconjuntos
de F que contiene a todos los elementos de A.

En general, la unién de o-dlgebras no es una o-dlgebra. Por ejemplo, si A, B C Ry A es
ditinto de By de B¢, entonces {0, A, A, R} y 0, B, B¢, R son dos o-dlgebras de subconjuntos
de R; pero, la unién de esas dos familias de conjuntos no es una o-dlgebra.

Incluso si se tiene una sucesion, (3Jy,),,oy, de o-dlgebras tales que ¥, C 41, propiamente,
para cualquier n € N, la unién de ellas, en general, no es una o-dlgebra.

Ejemplo 4. Para cada n € N, definamos la o-dlgebra, de subconjuntos de N, generada por
los conjuntos {1} ,{2},{3},---,{n}.

Para cualquier n € N, se tiene que S, C Spy1 ¥ S, tiene 2" elementos, cada uno de los
cuales es, o bien el vacio, o bien la union de 1 o mds de los conjuntos {1} ,{2},{3}, -+ ,{n}
Y {172737'” 7”}6'

Definamos G = UX |, v, para cada n € N, A, = {n}.

n=1
Se tiene que As, € G para cualquier n € N; asi que, si G fuera una o-dlgebra, entonces el
conjunto {2n : n € N} perteneceria a G ; pero eso no es ast.

En efecto:

Si{2n:n € N} € G, entonces {2n : n € N} € &, para alguna m € N; pero {2n :n € N} ¢
S ya que cada elemento de 3, es, o bien el vacio, o bien la union de 1 o mds de los

conguntos {1},{2},{3}, -+, {m} y {1,2,3,--- ,m}".
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Por otra parte, obsérvese que {m} € U |, para cualquier m € N. Asi que, si denotamos
por S a la o-dlgebra generada por los elementos de la union U2 (SS,, entonces cualquier
subconjunto de N pertenece a 3; es decir, S es el conjunto potencia de N, el cual tiene la

misma cardinalidad que el conjunto de los nimeros reales.

En cambio, como, para cualquier n € N, &, contiene un nimero fnito de elementos, la union

U2 1Sy, es una familia infinita numerable de subconjuntos de N.

o-algebra de Borel en R

Los conjuntos borelianos deben su nombre a Emile Borel quien los introdujo para caracterizar
a los subconjuntos de R a los cuales se les puede asignar una longitud.

La idea fundamental consiste en que se puede asignar una longitud a todos los subconjuntos
de R que se puedan obtener a partir de los intervalos mediante las operaciones conjuntistas de
unién numerable y diferencia. La definicién moderna se basa en la generacién de o-algebras
de acuerdo con la definicién que dimos antes.

Cuando hablemos de intervalos de mimeros reales, vamos a incluir tanto a los finitos como
a los infinitos. Explicitamente, el conjunto de los intervalos de nimeros reales estd formado
por todos los de los tipos siguientes:

1. Los intervalos con extremos a y b, de cualquier tipo, donde a,b € Ry a < b.

2. Los intervalos de la forma |[a, a], (—o0, a), (—00,al, (a,0) y |a, 00), donde a es un nimero
real cualquiera.

3. El intervalo (—o0, 00).
De acuerdo con lo anterior, no consideraremos como intervalo al conjunto vacio.

Cuando los dos extremos de un intervalo sean niimeros reales, diremos que el intervalo es
finito; en caso contrario, diremos que es infinito.

Si [ es un intervalo, ¢ (I) denotard su longitud.

Definicién 7 (o-dlgebra de Borel en R). La o-dlgebra de Borel en R, la cual serd de-
notada por B (R), es la o-dlgebra de subconjuntos de R generada por la familia de todos los

intervalos de niumeros reales. A los elementos de esa o-dlgebra los llamaremos borelianos de
R.
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No todo boreliano de R es una unién numerable de intervalos o el complemento de una unién
numerable de intervalos.

En efecto, denotemos por Q; al conjunto de nimeros racionales contenidos en el intervalo
(—00,0) y por Qy al conjunto de nimeros racionales contenidos en el intervalo [0, c0). De-
finamos A como la unién del conjunto de nimeros irracionales en (—o0,0) y el conjunto de
nimeros racionales en [0, 00).

A¢ es la unién del conjunto de nimeros racionales en (—o0,0) y el conjunto de niimeros
irracionales en [0, 00).

Obviamente A y A€ son borelianos.

AN (—00,0) es el conjunto de nimeros irracionales en el intervalo (—oo,0), asi que no
contienen ningin intervalo de longitud positiva. Por lo tanto, no se puede expresar como
una unién numerable de intervalos. Se sigue entonces que A no se puede expresar como una
unién numerable de intervalos.

A°N 10, 00) es el conjunto de nmimeros irracionales en el intervalo [0, 00), asi que no contienen
ningin intervalo de longitud positiva. Por lo tanto, no se puede expresar como una unién
numerable de intervalos. Se sigue entonces que A° no se puede expresar como una unién
numerable de intervalos.

Por lo tanto, A, al igual que A¢, no se puede expresar como una unién numerable de intervalos.

Proposicion 2. La o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R estd generada por cualquiera
de las siguientes familias de conjuntos.

Los intervalos de la forma (—oo, x|, donde x € R.

Los intervalos de la forma (—oo,x), donde x € R.

Los intervalos de la forma [z, ) donde x € R.

Los intervalos de la forma (z,00), donde x € R.

Los intervalos de la forma (a,b), donde a,b € R, con a < b.
Los intervalos de la forma (a,b], donde a,b € R, con a < b.
Los intervalos de la forma [a,b], donde a,b € R, con a < b.
Los intervalos de la forma [a,b), donde a,b € R, con a < b.

P NSO LN



Demostracion

Vamos a probar que la o-algebra, , generada por los intervalos de la forma (—oo, x|, donde
r € R, contiene a todos los intervalos, con lo cual quedard demostrado que contiene a todos
los conjuntos borelianos de R. Aunado al hecho de que los intervalos de la forma (—oo, z],

donde x € R, son borelianos, podremos concluir que & coincide con la o-dlgebra de Borel
en R.

Sean a, b,z € R con a < b; entonces:
00 1

n:l(_oowr - ﬁ] S )

Con esto queda demostrado que & = B (R).
Por otra parte, si ¢,d,y € R con ¢ < d, se tiene:
(—OO, y] = ﬂzoz (—OO,y + %)

Asi que, S estd contenida en la o-dlgebra, 4, generada por los intervalos de la forma (—o0, ),
donde = € R.

(_007 y) =R- [yv OO)

Asi que, 3 estd contenida en la o-dlgebra, Sy, generada por los intervalos de la forma [z, 00),
donde = € R.
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[y7 OO) = ?:1 [ya Yy + ’I’L)

Asi que, 9 estd contenida en la o-dlgebra, 3, generada por los intervalos de la forma (z, 00),
donde z € R.

(ya OO) = 50:1(% Yy + n)

Asi que, 3 estd contenida en la o-dlgebra, Sy, generada por los intervalos de la forma (a, b),
donde a,b € R, con a < b.

(C7 d) = U{nGN:%<dfc} (C’ d — %]

Asi que, 3y estéd contenida en la o-dlgebra, S5, generada por los intervalos de la forma (a, b],
donde a,b € R, con a < b.

(C7 d] = U{nEN:%<d—c} [C + %’ d}

Asi que, S5 estd contenida en la o-dlgebra, g, generada por los intervalos de la forma [a, ],
donde a,b € R, con a < b.

[e,d] =N, [e,d+ 1)

Asi que, g estéd contenida en la o-dlgebra, 7, generada por los intervalos de la forma [a, b),
donde a,b € R, con a < b.

Tenemos entonces las siguientes relaciones:

BR)=FCH CICI3CI,CIsCF6C Iy CB(R)

Por lo tanto, S = B (R) para cualquier k € {1,2,3,4,5,6,7}.

Proposicion 3. La o-dlgebra de Borel en R estd generada por la familia formada por los
subconjuntos abiertos de R.
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Demostracion

La o-dlgebra, G, generada por la familia formada por los subconjuntos abiertos de R, contiene
a los intervalos abiertos, los cuales generan la o-dlgebra de Borel en R; por lo tanto, B (R) C

g.

Ahora vamos a probar que cualquier subconjunto abierto de R se puede expresar como la
unién de una familia numerable de intervalos abiertos.

Sea G un subconjunto abierto no vacio de R y consideremos el conjunto de intervalos abier-
tos, con centro y radio nimeros racionales, contenidos en G. Ese conjunto es numerable;
denotemos sus elementos por Ji, Ja, Js, . . ..

Como G es un conjunto abierto, para cada = € G existe un intervalo abierto Iy = (z — 0,z + 0),
de centro x y radio 0 > 0, contenido en G.

Tomando un nmimero racional positivo 7 menor que d, podemos reemplazar I por el intervalo
I=(@—rz+r).

Tomemos ahora un nimero racional y dentro del intervalo (w — %r, T+ %T); entonces:

T—ir <y<az+43r
Por lo tanto:

y—%r<x<y+%r
y

x—r<y—%r<y+%r<x+r

Asi que, x es un elemento del intervalo J = (y — %r, y+ %7”) yJClICG.

En otras palabras, cada elemento x de GG pertenece a alguno de los intervalos de la familia

Ji, Ja, I3, .
Por lo tanto, G = U, J,,.

Cualquier subconjunto abierto no vacio de R es entonces un conjunto boreliano. Por lo tanto,

G C B (R).
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o-algebra de Borel en R”

Definicién 8. Por una celda en R™ se entenderd un conjunto de la forma Iy x --- X I,
donde Iy, --- , I, son intervalos en R.

Obviamente, si R = [; X - - - X I, entonces R es un conjunto acotado si y sélo si los intervalos
L, -+, I, son finitos. De la misma manera, R es un conjunto abierto (resp. cerrado) siy sélo
si los intervalos Iy, - - - , I,, son abiertos (resp. cerrados).

Denotaremos por R a la familia de celdas en R".

Definicién 9 (o-algebra de Borel en R"). La o-dlgebra de Borel en R™, la cual serd
denotada por B (R™), es la o-dlgebra de subconjuntos de R™ generada por R. A los elementos
de esa o-dlgebra los llamaremos borelianos de R™.

Proposicién 4. La o-dlgebra generada por la familia de celdas de R™ de la forma (—oo, x1] X
(—00, o] X -+« X (=00, x,], donde (x1,xs,...,2,) € R", contiene a todos los subconjuntos de
R" de la forma By X By X ... X B, donde By, ..., B, son borelianos de R.

Demostracion

Sea ‘H la o-dlgebra de subconjuntos de R™ generada por la familia de celdas de R" de la
forma (—oo, z1] X (—00,z5] X -+ X (—00, z,|, donde (z1,x2,...,2,) € R™.

Sea (x1,Z2,...,x,) € R* y U C {1,2,...,n}. Para cada k € {1,2,...,n}, definamos la

sucesion de intervalos <J,5m)) y el intervalos Ji de la siguiente manera:
meN
7 (—oo, x| sik¢U
1R sikelU

| (=00, xk sik¢U
- —oo,m| sikeU
Se tiene:
Ty X Jy X e x Ty = U T s I8 s gl
Asique Jl X JQX XJnGH.
Definamos G = {(—o0,z] : x € R} U {R}.
Por lo anterior, I; x --- x I, € H, para cualquier celda I; x --- x [, donde I, € G para
cualquier k € {1,2,...,n}.

La idea de lo que sigue consiste en ir reemplazando, uno por uno, los intervalos Iy,--- , I,
por borelianos en R.
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Definamos:
H,={BeBR): I} x -+ x I, 1 X B€H para cualquier celda I; x --- x I,,_1, donde I}, € G}
Se puede mostrar ficilmente que H,, forma una o-dlgebra de subconjuntos de R.
Ademas, por lo visto anteriormente:
{(=o0,z] : z € R} CH,

Por lo tanto, H,, contiene a todos los borelianos de R.

Sea ahora B,, un boreliano de R cualquiera y definamos:
Ho1={BeBR): [} x---xI, sxBxB,eH
para cualquier celda I; X -+ X I,,_5, donde I € G}

Nuevamente, se puede mostrar ficilmente que H,,_; forma una o-algebra de subconjuntos
de R.

Ademas, por lo demostrado en el paso anterior:

{(—o0,z] sz € R} C Hpq

Por lo tanto, H,,_; contiene a todos los borelianos de R.

Continuando con este procedimiento, se obtiene que los conjuntos de la forma I X By x...x B,
donde I € Gy Bs,..., B, son borelianos cualesquiera de R, pertenecen a H.

Finalmente, si Bs, ..., B, son borelianos cualesquiera de R y definimos:

Hi={BeB(R): BxByx...x B, €H}

Entonces H; es una o-algebra de subconjuntos de R, la cual contiene a los intervalos de la
forma (—oo, z|, donde x € R. Por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R.

Asi que, ‘H contiene a todos los subconjuntos de R™ de la forma B; x By X ... x B,,, donde
Bi, ..., B, son borelianos de R.

Corolario 1. La o-dlgebra de Borel en R™ estd generada por la familia de celdas de R™ de
la forma (—o00, 1] X (—00,xe] X -+ X (—00,x,], donde (x1,xs,...,x,) € R

Corolario 2. La o-dlgebra de Borel en R™ estd generada por la familia de subconjuntos de
R" de la forma By X By X ... X B, donde By, ..., B, son borelianos de R.
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Teorema 1. La o-dlgebra de Borel en R"™ estd generada por cualquiera de las siguientes
familias de conjuntos:

Dy: Las celdas de R™ de la forma:

(—00, 1] X (=00, xg] X + -+ X (—00, 2|, donde (x1,x2,...,x,) € R".

D : Las celdas de R™ de la forma:

(—00,x1) X (—00,x2) X -+ X (—00,x,), donde (1, s, ...,x,) € R™.

Dy: Las celdas de R™ de la forma;

(a1,b1] X (ag,bs] X -+ X (an,by], donde (a1, as,...,a,), (b1,bs,...,b,) € R™.
Ds: Las celdas de R"™ de la forma:

(a1,b1) X (ag,b) X « -+ X (apn,by), donde (ay,as,...,a,), (b,ba,...,b,) € R™
Dy: Las celdas de R™ de la forma:

la1,b1) X [ag,by) X « -+ X [an,by), donde (ay,as,...,a,),(b1,be,...,b,) € R™.
Ds: Las celdas de R™ de la forma:

la1,b1] X [ag, ba] X -+ X [an, by], donde (a1, az, ..., a,), (b, b, ..., b,) € R™.

Demostraciéon

Vamos a demostrar que se tienen las siguientes contenciones:

B (R™) Co(Dy) Co(Dy) Co(Dy) Co(D3) Co(Dy) Co(Ds)Co(Dy) CB(R™)

a) La o-dlgebra generada por Dy es la o-algebra H definida en la proposicién ?7, en la cual
demostramos que H contiene a todos los subconjuntos de R™ de la forma By X By X ... X B,
donde By, ..., B, son borelianos de R.

En particular, H contiene a cualquier celda en R"”, asi que contiene a todos los borelianos de
R"; es decir, o (Dy) D B (R").

b) Sea (—o0,x1] X (—00,xs] X - -+ X (—00, 2] € Dy, entonces:

(—00, 1] X (=00, xa] X «++ X (—00, 2]

= , (=00, 1+ L) x (00,204 L) x -+ x (—00,2, + L) € 7 (D).

Asi que, o (Dy) C o (D).



c) Sea (—00,x1) X (—00,x3) X -+ X (—00,x,) € D1, entonces:
(_OO,Z'1> X (_007372) X X <—OO,.'13n)
e — ] x (cmoa = 2 x o x (o — 2] € 0 (D),

Asi que, 0 (D;) C o (D).

d) Sea (ay,b1] x (ag, bg] X -+ X (an, b,] € Dy, entonces:

(a1,b1] X (ag,be] X -+ X (ay, by

=Mooy (a1,b1 + L) x (a2, b+ L) X -+ X (an, b, + L) € 0 (D3).
Asi que, 0 (Ds) C 0 (D3).

e) Sea (ay,b) x (ag,by) X -+ x (an,b,) € D3, entonces:

(a1,b1) X (ag,by) X -+ X (an, by)

U [+ 20 X [o ube) X x [+ 2,0,) €0(Dy)
Asi que, 0 (D3) C 0 (Dy).

f) Sea [ay,b1) X [az,bg) X -+ X [an, b,) € Dy, entonces:

la1,b1) X [ag,by) X « -+ X [an, by)

U ot — 2] % b — 2] % o x [ansbu— 4] € 0 (D).
Asi que, 0 (D,) C o (Ds).

g) Cualquier celda en D5 es un conjunto de la forma By X By X ... X B,,, donde By, ..., B, son

borelianos de R, y, de acuerdo con la proposicion 7?7, cualquiera de estos conjuntos pertenece
a o (D())

Asi que, 0 (Ds) C o (Dy).
h) Todo elemento de Dy es un conjunto boreliano de R"; asi que o (Dy) C B (R").

Por lo tanto:
B(R") Co(Dy) Co(Dy1) Co(Dy) Co(Ds) Co(Dy) Co(Ds)Co(Dy) CB(R™)

De lo cual se sigue que:
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0(Dy) =0 (D1) =0 (D3) =0 (D3) =0 (Dy) =0 (D5) =B (R")

Proposicion 5. La o-dlgebra de Borel en R™ estd generada por la familia de subconjuntos
abiertos de R™.

Demostraciéon

Sea G un subconjunto abierto no vacio de R", entonces, para cada = € GG existe una bola
abierta B de centro x y radio s > 0 contenida en G.

Sea r un nimero racional positivo menor que s y y = (y1, %, - - ., ¥») un elemento de la bola
abierta de centro z y radio %r tal que, para cualquier k& € {1,2,...,n}, y; es un nimero
racional.

Obviamente x pertenece a la bola abierta de centro y y radio %r, la cual estd contenida en
B.

Definamos:

C=(y1—oryi+57) X (Yo — o Yo+ o7) X oo X (Yo — =T, Yo + 57).

La distancia entre dos elementos cualesquiera de C' es menor que la distancia entre los puntos

1 1 1 1 1 1 . 1
(y1 — 5T Y2 = 5oy Y — %7’) y (y1 + 5.7 Y2+ 5. Yn T %r), la cual es igual a Tl
Como x pertenece a la bola abierta de centro y y radio %r, six = (x1,29,...,x,), entonces

|z — | < %r para cualquier k € {1,2,...,n}, asi que = € C. Por lo tanto, si z € C,
entonces:

d(z,x) < \/Lﬁrgr<s.

Asique C C B C G.

Denotemos por C al conjunto de celdas en R™ de la forma (rq, s1) X (72, 82) X -+ X (T, Sn),
donde 1y, 1,79, S2, ..., Ty, S, son nimeros racionales. C es entonces un conjunto numerable
y, por lo anterior, para cada x € G existe C € Ctalque x € C'y C C G.

Por lo tanto, G se puede expresar como la unién de una coleccién finita o infinita numerable
de conjuntos en C, cada uno de los cuales un boreliano de R". Asi que GG es un boreliano de
R™.

Finalmente, la familia de subconjuntos abiertos de R™ contiene a las celdas en R™ de la forma
(—00,x1) X (—00,x9) X -+ X (—00,x,), donde (x1,z,...,x,) € R", las cuales generan a la
o-algebra de Borel en R™. Asi que también la familia de subconjuntos abiertos de R™ genera
a la o-dlgebra de Borel en R™.
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Proposiciéon 6. Supongamos que A y B son dos subconjuntos mo vacios de R tales que
A x B € B(R?), entonces, A y B pertenecen a B (R).

Demostracién

Si E € B(R?) y z € R, definamos:
E,={yeR:(z,y) € E}

Sea H = {E € B(R?) : E, € B(R) para cualquier z € R}.

‘H es una o-dlgebra que contiene a los conjuntos de la forma C' x D, donde C' y D son dos
conjuntos no vacios en B (R).

Por lo tanto, H contiene a B (R?).

Asi que:

E, € B(R) para cualquier £ € B(R?) y z € R.

En particular, como F'= A x B € B(R?) y A # (), se tiene:
B = F, para cualquier z € A.

Asi que, B € B(R).

De la misma manera, A € B (R).



